KINEMATISCHE THEORIE DER ELEKTRONENINTERFERENZEN

sert von Interesse, sondern diirften ganz allgemein
fir das Problem der dielektrischen Relaxations-
erscheinungen in Flissigkeiten von Bedeutung sein,
da hier ein Fall vorliegt, bei dem die mit einer ,,End-
iiber-End-Drehung“ eines langgestreckten Molekiils
verbundene Relaxation deutlich von der mit ande-
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ren Drehmoglichkeiten verkniipften Relaxation ge-
trennt ist.

Die Untersuchungen wurden im Physikalischen Insti-
tut der Universitdt Freiburg i. Br. durchgefiihrt. Wir
danken der Deutschen Forschungsgemeinschaft und dem
Fonds der Chemie fiir finanzielle Beihilfen.

Eine Erweiterung der kinematischen Theorie zur Beschreibung
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Mathematisch stellt die kinematische Theorie der Elektroneninterferenzen an Kristallen den
1. Term in der Bornschen Entwicklung dar (1. Bornsche Niaherung). In dieser Arbeit wird das
2. Niherungsglied ausgerechnet; zunichst fiir beliebige Kristallgestalt und dann fiir einen kugel-
formigen Kristall sowie fiir die nach zwei Richtungen unendlich ausgedehnte Kristallplatte.

Zur Beschreibung der Elektronenstreuung an Kri-
stallen gibt es zwei Theorien: die kinematische und
die dynamische Theorie. Die kinematische Theorie
nimmt an, dal die Streuwellen nur durch die einfal-
lende Welle entstanden sind und daf} sie weder un-
tereinander noch mit der Primarwelle und dem Kri-
stallpotential in Wechselwirkung stehen. Insbeson-
dere werden alle Mehrfachstreuungen vernachlassigt,
die eine durch die Primirwelle erregte Streuwelle
im Kiristall erleiden kann. Daher ist die Anwendung
dieser Theorie auf kleine Kristalle beschrinkt. Die
dynamische Theorie behandelt die Elektronenbeu-
gung an einer nach zwei Dimensionen unendlich aus-
gedehnten Kristallplatte. Der Zustand im Kiristall
wird durch eine Uberlagerung unendlich vieler
Brocuscher Wellenfelder dargestellt, die durch Ste-
tigkeitsforderungen auf den Begrenzungsflichen der
Kristallplatte mit der Primédrwelle und den unendlich
vielen Streuwellen im Auflenraum verkniipft sind.
Zur Bestimmung der Wellenfelder im Kristall und
damit der Amplituden der Streuwellen miifite ein
unendliches lineares Gleichungssystem gelost wer-
den. Die Aufgabe ist mathematisch nicht streng zu
losen, und das Gleichungssystem wird auf endlich
viele Gleichungen reduziert. Oft kann man sich auf
ein System aus zwei Gleichungen beschrianken — auf
den ,,Zweistrahlfall“. Man nimmt dabei an, daf} im
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Kristall nur zwei Wellenfelder und im Auflenraum
neben der Primirwelle nur eine Streuwelle mit gro-
Ber Amplitude auftreten, wihrend die Amplituden
aller moglichen anderen Streuwellen vernachlassig-
bar klein sein sollen. Die Wechselwirkung beider
Wellenfelder im Kristall wird beriicksichtigt. Es gibt
nun Experimente, die weder durch die kinematische
Theorie noch durch den Zweistrahlfall der dynami-
schen Theorie beschrieben werden konnen; namlich
die durch ,,Umweganregung® verursachten Intensi-
tats- und Lagenanomalien (vgl. z. B. ' 2 und dort an-
gegebene Literatur) . Umweganregung bezeichnet den
Vorgang, daB in eine feste Richtung Intensitat nicht
nur aus der Primarwelle gelangt, sondern auch aus
anderen Streuwellen. Um diese Experimente mit der
dynamischen Theorie zu behandeln, miifite man min-
destens zum Dreistrahlfall iibergehen. Deutungsver-
suche nach der dynamischen Theorie wurden unter-
nommen 375, In dieser Arbeit wird eine Deutung
durch Erweiterung der kinematischen Theorie ver-
sucht. Mathematisch ist diese die 1. Naherung im
Bornschen Verfahren. Es handelt sich also um die
Diskussion der hoheren Bornschen Niaherungen. Im
Abschnitt A wird das Bornsche Verfahren fiir einen
Kristall von endlicher Ausdehnung erlautert. Der
Abschnitt B enthalt eine genauere Untersuchung der
2. Naherung fiir beliebige Kristallgestalt (B, 1), fur

4 E. H. Wacner, Z. Naturforschg. 6 a, 133 [1951].
5 K. Kausg, J. Phys. Soc. Japan 12, 13 [1957], dort weitere
Literatur.
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eine Kristallkugel (B, 2) und fiir eine in zwei Di-
mensionen unendlich ausgedehnte Platte (B, 3).

A. Das Bornsche Niherungsverfahren fiir die
Elektronenstreuung am Kristall

1. Aufstellung der allgemeinen Gleichung

Der Kristall wird durch ein festes duleres Poten-
tial V' (r) beschrieben, an dem die ankommenden
Elektronen einheitlicher Geschwindigkeit und Rich-
tung gestreut werden. Es wird hier nur elastische
Streuung in Betracht gezogen. Zur Ermittlung der
Elektronenverteilung nach der Streuung muf} die
Losung der 1-Teilchen-ScuropinGer-Gleichung auf-
gesucht werden, die sich in grofler Entfernung vom
Streukorper aus einer einlaufenden ebenen Welle
und auslaufenden Kugelwellen zusammensetzt:

AV (r) + (B —U(r)) ¥(r) =0, (1)

¥ (1) ~exp{i(fp 1) } +f(E, Fo) '39{;',’21},,
fur grofle r.

Es bedeuten:
k=2n/i=VY2mE[k; A=Elektronenwellenlinge;
E/e =Beschleunigungsspannung der Elektronen;
£,=ks,; s,=Einheitsvektor in Einfallsrichtung;
F —ks; s —=Einheitsvektor in Streurichtung;
U(t) =— (2me/h?) V(r); V(r) =Kristallpotential.

Im Experiment wird der differentielle Wirkungs-
querschnitt do gemessen:

do—| (51,240, 2)

dQ ist ein infinitesimaler Raumwinkel. Es ist also
die Amplitude (£, f)) der auslaufenden Kugelwelle
auszurechnen.

Wellengleichung und Randbedingung konnen mit
der Greenschen Funktion

/) = (k|7 [}
G(r|r) = =r]

in eine Integralgl. zusammengefallt werden:

P (r) =exp{i(fy, 1) } (3)

1 exp{ik|t—1 |} ’ Y 33+’
,4,;/f,[?_r,[fu ¥ () U®') &

Dann ist

fEE) =— - /exp{—i(f,r)} ¥ (1) U(x) dor.
’ (4)

¢ Integrale von der Form (9) sind stets als Grenzwert fiir
& — 0 aufzufassen, ohne daf} es im folgenden ausdriicklich
hingeschrieben wird.
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Das Bornsche Verfahren 16st (3) durch Iteration
(1) = Y wa(1);  wo(r) =exp{i(fy, 1)},

o (5)
Y (1) = — 41.7 /exp{llrk_liﬁr Doy 1 (¢) U) @Y.
Fur f(f f,) ergibt sich:
(faf)z 3 n(faf );
f(t T ;lf 0 ©)

fuE,E)) = — 41” /exp{—i(f, 1))y (1) U(x) .

Da U (1) bis auf einen konstanten Faktor das Poten-
tial eines (ideal angenommenen) Kristalls ist, kann
der folgende Ansatz gemacht werden:

U(r) = > upexp{i(bs. 1) } e (1) (7
h

h ist eine Abkiirzung fiir das Tripel von ganzen

Zahlen hl, h2, h3;

1 fiir v innerhalb und auf der Be-
grenzung des Kristalls,
0 sonst.

c(r) = (8)

by =h'b; +h2D,+ k3 b, ist ein Vektor des rezipro-
ken Gitters, dessen Grundvektoren hier definiert sind
durch (b;,q;) =27 d;;; q; sind die Gittertranslatio-
nen. Dieser Ansatz legt es nahe, auch die Greensche
Funktion im Fourier-Raum darzustellen 6:

explik|t—r[} _ 4=z j, / exp(i(F, t=1)} ysp

|r‘—‘r’[ (2;!)3 e—=>0 Jy

Kr—k—ic
e>0. 9)
Aus (5) bis (9) erhilt man

= (=1
s e

e [{S e(ry) exp{—i(E~tn_1—DBra, 14) } 31y
'fC(r2) exp{ —i(fp-1—Fn_2—Drn_1,1s) } &30,

. f C(rn) exp{ — i(fl — fo = bhl’ Ifn) } d3rn}
dafn_l 77”(135”—2 o

ki—l—kz—ifn—l k?t—2“k2‘—i€n-2

(10)

h; ist eine Abkiirzung fiir das Wertetripel &;!, k2, h;®.
Fiihrt man hier die Fourier-Transformierte der Ge-
staltfunktion ¢ (1) ein?:

s(f) = ;fc(r) exp{ —i(f, 1)} dr=s(—T),
7 = Kristallvol., (11)

7 Konjugiert komplexe Grofen werden durch Querstriche
gekennzeichnet.
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dann wird aus (10)

fa(f, %) =2 ﬂ2[ (2'_33'}7‘ Z uhl Upg -

/ /S(f - fn l—b/m) S(EH 1—En- ')—bh,, 1) s
1—k2—ien_1) (k2_>—k2—ign_2) .

s(f) ist so normiert, dal der grofite Wert s(0) =1
ist. Durch partielle Integration sieht man, daf} s(f)
asymptotisch mindestens wie 1/k verschwindet.

Die Halbwertsbreite des Hauptmaximums von s
ist sehr klein gegen die Gitterabstiande im reziproken
Gitter, wenn alle Kristalldimensionen groB gegen
die Gitterkonstanten sind. Diese Tatsache wird spa-
ter bei den Integrationen in (12) ausgenutzt werden.

s(f) ist fiir eine Anzahl von Kristallformen von
PattERSON & ausgerechnet worden. Hier soll s(f) nur
fiir die unendliche planparallele Platte und fiir die
Kugel ® angegeben werden:

a) Planparallele Platte der Dicke D 1% 11;

+o00 +00 D

sp(f) = —(2—7!1)—;5 f f fexp{—i(f, 1)} d3r

—o0 —oo
_ ‘ 1—exp{—ik;D}
= 8(ko) 8(k,) 1=eml=ikeD) (13,
sp(£) =8 (k) & (ky)exp{ — i k.(D[2)} =02 .
b) Kugel vom Radius R:
R +1
s(f) = exp{—ikraz}dzr2dr
6/-[ 4 k
4 sinkr
- 1-6/ nETdr, (14)
s(f) = —_[sinRk—RkcosRk] (Abb.1).

(R k)"‘

s(h)
I 1
05

Abb.1. Die Fourier-

Transformierte s (£)

der Gestaltfunktion

o c(r) fir die Kugel
vom Radius R.
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(12)

.s(fl—{’o b/t.)de

A3, .
e —R—ie) el

2. Die Ausrechnung der Integrale

Fiir n=1 erhilt man aus (12) die Streuampli-
tude der kinematischen Theorie

R E) = - = Zh:uhs(f—f;,); B=to+bp. (15)
Da die Halbwertsbreite von s fiir den Fall geniigend
groBer Kristalle, auf den wir uns hier beschranken 12
klein ist gegen die Abstinde der reziproken Gitter-
punkte, tritt nur fiir solche Streurichtungen starke
Intensitat auf, fir die gilt:

F-fo=b,+ %, %] <|bg]. (16)

Das sind die bekannten Interferenzbedingungen der
kinematischen Theorie. Sie brauchen nicht exakt er-
fiillt zu sein; der kleine Vektor X, gibt die Abwei-
chung an; er kann ,vektorieller Anregungsfehler®
genannt werden. Fiir die Streurichtung f=%,+ %,
sind in (15) alle Summanden h +# g zu vernachlassi-
gen:

F9E L) = — (r/4 ) u, s(f—1,).

Durch den Faktor s(f—f,) erhdlt der Reflex eine
endliche Ausdehnung; |s(f—f,)[> gibt Form und
Ausdehnung des Intensitidtsbereiches um den rezi-
proken Gitterpunkt (g' g% g%) an.

(17)

n=2.
— 2
f2 (£, %o) =2ﬂ2[*(*2;:)§] hthzum Upg (18 a)
_/s(f - £, —biy) s (B, —Eo—bny) st .
k2—k—ic

Das Integral wird nur an solchen Stellen wesentliche
Werte haben, fiir die die Argumente der Funktio-

8 A. L. Patrersox, Phys. Rev. 56, 972 [1939].
9 H. Exstein, Phys. Rev. 83, 721 [1951].

10 Da fiir die unendlich ausgedehnte Kristallplatte das Volu-
men undenlich grof} ist, wurde die Definition von sp etwas
abgeindert; die Normierungskonstante wurde so gewihlt,

daf3 e

J[ sp(kz, ky, 0) dkz dky=1 ist.

11 §(z) bedeutet die Diracsche Delta-Funktion: Ist f(z) in

a < z < b stetig, dann soll sein
b, o, ff@ fir a<z<b,
({f(l)(s(l—x)dz—{o fiir 2<a; 2>0b.

12 Andererseits diirfen die Kristalle nicht zu grof sein, wenn
die Streuamplitude schon durch die ersten Summanden in
der Entwicklung (6) gut wiedergegeben werden soll. Die
Abstinde der reziproken Gitterpunkte sind von der Grof3en-
ordnung 1 A—1; Abb. 1 zeigt dann, daB der Kristall ,ge-
niigend“ grof3 1st wenn seine linearen Abmessungen etwa
50 A betragen.
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nen s angenahert tibereinstimmen

f,—f+0p~f —f)—byy oder

E=%o+ Bag + Bno + Xua+ne=Fag i+ Hia <2 -
Das ist wieder die Interferenzbedingung (16). Fiir
die Streurichtung f=f,+ %, muB dann h;+hy,=g
gesetzt werden, und in der Summe iiber h, konnen
alle Summanden h, # g hy vernachldssigt werden:

fr R =222 5 Ny (18b)

/S(flﬂ- Xg fl) $(f1—f/z d3f
k2—K—ic¢

Das Integral wird mit I, abgekiirzt; mit (11) ist

12=—3§/fc(r1) c(ty) exp{ —i(Xys 1q) }
/exp{z(fl—fh, rl—ro)}dsf dgr Br
kP—ki—ie "
Fiihrt man in (18 b) fiir f; Kugelkoordinaten ein,
so ist zunachst iiber die Oberfliche der Kugel vom
Radius %; und dann tiber k; von O bis o zu inte-
grieren:

<]

- /[/s(fh-—fl-l— xo) s(f; — ) k2 dQ
0 dh

—k—ie’
Wesentliche Beitrdge liefert aber nur eine kleine
Umgebung 1, des Punktes f; k; liegt also in der
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Néahe von k), . Da kj =k sehr grol} ist gegen die Halb-
wertsbreite von s, kann die Integration iiber die
Kugeloberflidche ersetzt werden durch eine Integra-
tion iber die Tangentialebene, die die Kugel mit
dem Radius %, im DurchstoSungspunkt mit der Rich-
tung f, beriihrt. Das Kugelflichenelement k2d%2
wird ersetzt durch das Flachenelement dF der Tan-
gentialebene. Die Naherung gilt fiir die Nachbar-
schaft des Punktes f,; es miiite also iiber eine kleine
Flache AF und danach tber k; etwa von k;, —r bis
ky, +r integriert werden. Da aber die von f; weiter
entfernten Punkte ohnehin keinen nennenswerten
Beitrag liefern, gleichgiiltig, ob sie auf der Kugel-
oberfliche oder auf der Tangentialebene liegen,
kann die Integration iiber die gesamte Tangential-
ebene ausgedehnt werden; iiber k£, wird dann von
— oo bis + oo integriert (vgl.?).
ﬁ—ﬁz—mmf+x

L

(Abb. 2)

-q,

Tangential-Ebene

Abb. 2. Anndherung der
Kugelflache durch die
Tangentialebene.

+o0

+o0
[ explith—En =t} gap, ., / Jesplitnt— 1)} &2 % [t taia Gnn—t) g,

k2—k>—ic

k2—k*—ic¢

-

kK2—ie¢

= (27)268(1," —15") exp{ —i(Fss 11_r2)}/exp{l(k1/kh) (Ep, T —1s) } dk, .

Fir (f,,1;—15) >0 wird der Integrationsweg in der oberen komplexen k;-Ebene geschlossen, fiir

(£,,t; — 1) <0 in der unteren:

[t bt oy G 61— ) exp(—ithh, T~ )} expliCk/hn) (T~ o)}

2—k*—ic

(19)

Hier bedeutet 1;* die in der zu f;, senkrechten Ebene liegende Komponente von 1;. Wegen der J-Funk-

tion hat der Vektor 1; — T, die Richtung von *¥,.
B (8 50) =22

12—1 (27

@ ]
//c(rl)c(lg)é(rl”—rz ) exp{ —i(Xg» T1) } exp{ —i(Fs, 1, — 1)}

2
vuhug—h I,

(20)
- exp{i(k/ks)|(Fy, 1y —To) [} -d31r; d%r5.

Diese Gleichung wird weiter unten noch ausfiihrlich diskutiert.

n=3.

fo (£ ) =2 a2 [ (%3

hy, ho, hs

Z Upy Uns ukg//s(f fz bhs) S(Ez_ﬂ—‘b}zz) S(fl_flu) d3f d3f

(21)
(k2—k®>—i &) (k2 —K2—i¢g)
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Sd]rEibt man f_ f2 - 5113 = = f2 T fIzl +h2 +f == f/11 +h2+h3 >
f2'"f1 -bh2=f2_fh1+h2+ flz1 - fl b

dann wird das Integral /3 in (21):
=1 //fc(rl) c(ty) ¢(13) exp{—i(f_fg,rl)}/exP{‘(fsz’“f’l2’rl“")}daf

ko2 —k2—i ¢
exp{i(Fy—Fny, To—1T9) } 33¢ 13, 13, 33 _
/ ket ki e, &3t By, Bro d3ry, g=h+ho+hy.

Fiir die Streurichtung f~f, ist { —f,=%, und in (21) ist in der Summe iiber i3 nur der Summand

h3=

g— (hy+ hy) zu beriicksichtigen. Die Integrale iiber f; und f, sind von der gleichen Form wie das

Integral (19). Das Ergebnis kann einfach abgeschrieben werden:

f0 (5 t) =2 a2 [ (2“;)

Ii= CONE [ [ [t e elr) 80, 1) (1, -

73

exp{ —i(fe), 1, —

.
Y. Uiy, Wig Wy gty Ty s
111 hs

13) exp{ —i(Xg,T1) } (22)

15) } exp{i(k/ke) |(Fo), 11— 15) |} exp{ —i (¥, 12— 13) }

* exp{i(k/k(l)) 3 (f(l), 1'2 an 1'3) =} d31'1 d31‘2 d31'3 .

;" bedeutet die in der zu Iy =004 - - -
und (22) laft sich leicht der allgemeine Fall ablesen

Bl —2~z2[ =

2m)?

Z U«hl Ups - -

hy,hayooos bn-y

(2;:)3},1—1(2ik_)n—1/[,../c(rl) e(ty) ... c(r,) 8(x,0D —

. iy, senkrechten Ebene liegende Komponente von 1;. Von (20)

cUWUhp -1 Ug— (W1 +h2+... hn-1) lna

r2(n—l)) 6(r2(n—2) _ rs(n—z)) .

0 (tG2 1 — ) exp{ —i(Xg. 14) } exp{ —i(Fn-1), 1y — T5) } exp{i (k/kn_1)) | (Fn-1)s 11 —T2) [} - ..

~exp{ —i(¥1)s Tu_1—Tn) } exp{i(k/kwy) | (Fay> Tno1—Ta) |} 432, d315. . .

Gl. (23) gilt fir Kristalle beliebiger Gestalt; sie
miissen nur ein endliches Volumen besitzen, und die
Registrierung der Streuelektronen mufl in grofer
Entfernung vom Kristall erfolgen. Diese Vorausset-
zungen werden durch die Benutzung der asymptoti-
schen Form (4) notig. Um sie zu vermeiden, miifite
man von der Int.-Gl. (3) ausgehen.

B. Die zweite Nidherung
1. Beliebige Kristallform

Im Integral I, aus (20) wird die z-Achse des Ko-
ordinatensystems in die Richtung f, gelegt; in der
zu f;, senkrechten Ebene liegen die Koordinaten z, y.

I,= - @a)? i /c(x,y,z) exp{ —i(Xy. 1)}

72

(z,y,7") exp{ —i o2’} dZ’

. exp{i@hz} /c
<z
+exp{ —i(k+h)z)
' /C(z, y,2) expli(k+ky)z'} d” | d°r,
2>z

d’r, . (23)

I~ (,2:’,)3, . //c(x y,2) c(x,y,2) (24)

<z
~exp{ —i(Xy 1)} exp{ion(z—2") } d’ d%r.

on=k—ky=k—|fy+D0;| ist der Abstand des rezi-
proken Gitterpunktes (h!A%h3) von der Ausbrei-
tungskugel ¥ und wird Anregungsfehler der Inter-
ferenz h genannt. Das zweite Integral in der eckigen
Klammer ist proportional zu (k+ ;) ~! und kann,
da %k und k,~F fiir die hier betrachteten Elektronen-
energien sehr grof} ist, weggelassen werden. Nach
leichter Umformung wird

Iy=al[A(Xg501) +iSXg500)] - (25)
a=_C ?3 21k //c(x, y,2) c(x,y,2) dz’ d®r.

7
7<z

[Bei dieser Wahl von a ist S(0; 0) =1.]

13 Das ist eine Kugel vom Radius k, die durch den reziproken
Gitterpunkt (0 0 0) geht. Der Vektor vom Mittelpunkt zum
Punkt (000) ist der Wellenvektor £, der einfallenden
Welle.
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3
ad(Xgs 01) = Eg:)

H. FENGLER

'2’1;; //c(x, y,2) c(x,y,2) sin[ (X, 1) —on(z—2)] dz’ d3t.

<z
aS(pien = CP° Y [ e y.9) e y.7) cosl (X 1) —enlz =) &' . (26)
<z
A(— Xgs —0n) =—A(Xg500)5  A4(0;0) =0 S(—=Xgs —en) = S(Xg300)5 S(0;0) =1.
f27(£, £y) 1dBt sich also unabhingig von der Kristallform stets in der folgenden Weise darstellen:
fo (5B =22 a X wnuy alA (s ) +iS(tos ea)] (27)
h

wo A eine antisymmetrische und S eine symmetrische Funktion ist bei gleichzeitiger Ersetzung beider Ar-
gumente ¥, 0, durch —¥,, —0,. S hat ein Maximum bei | X,|=0,=0. Folgerungen, die auf diesen
Eigenschaften von 4 und S beruhen, gelten unabhingig von der betrachteten Kristallgestalt.

2. Der kugelformige Kristall

Fir eine Kristallkugel vom Radius R ist

1 fir 22+9y2+22< R,
C(I, Yy, Z) = g > 9 > D)
0 fir 2®+y*+2*2>R*.
Zur Ausrechnung von I, werden Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) eingefiihrt
R 2 VR—r?
L= 2 12 % / /exp{—z[x %9 r cos ¢} d(p/exp{z ox—X) 2} /exp{—zghz Ydz" dzrdr,
—VR—r* —VR:—r*

Iy=al[A(Xg;00) +iS(Xg504) ] -

R
aA(Xg; 01) = @ ?4 L— /]0 (r| %, [cos(gh VRZ - r?) sin[(on— %¢%) VR*—12] _ sin(zg? YR*—1r?) ] rdr.
2 ko, (on— %9 =
0 (28)
R
co) = 2 1 z,7) 2 _ ,2) sin[(on— 0% VRE—1?]
aS(Xgs 0n) = = O/Jo(rIXa ¥)|) sin (o5 VR? —12) = axgz) rdr. (29)
J.(2) ist eine BesseL-Funktion 1. Art der Ordnung n. Fiir 4 ergibt sich
20n—xg? [ (RVXP+4 0 —40n 29?2  1(R|Xg )
AXy; 0 A NG G 1L RN ol ol L 30
(o3 oa) = R on on—x | RYXg+4 0r*—4 on 1&° RI|Xg| (30)
x _L iW(2Ron) 4 ’
A4(0; 1) = 2 R o = (30)
A3 0) = (R|; he %a [3]1(RIXQ|) —sin(R]X, )] = —4(Xg5 00):  (Xs*=09)+ (30”)

A(—Xg; —‘Qh) = _A(Xg;@h),

mit ju(2) = V7/2 2], 1, (z) (sphirische BesseL-Funk-
tion) 4. Die Normierungskonstante ist
_@mt B _3 @} R
©® 4k 8 7 k-
%, ist die Komponente von ¥, in Richtung f;; da
sich alle Vektoren f,, f,, f, nur um kleine Winkel

14 P, M. Morse u. H. Fesusacn, Methods of Theoretical Phy-
sics, McGraw-Hill, New York 1953.

A(0;0) =0

unterscheiden, kann y,° auch als Komponente von
X in Richtung f, aufgefafit werden; d. h. x,=~o0,
=k —k, . Es geniigt aber nicht, die Abweichung der
Streurichtung von der durch die Interferenzbedin-
gung vorgeschriebenen Richtung f, durch diesen
einen Parameter zu charakterisieren.

Jeder reziproke Gitterpunkt ist von einem Inten-
sitdtsbereich umgeben, der mit wachsendem Kristall-
volumen kleiner wird. (Seine Ausdehnung ist durch
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die Halbwertsbreite von |s(f —f,)|> bestimmt.) Auf
dem Teil der Ausbreitungskugel, der durch den In-
tensitatsbereich des Gitterpunktes (g!gg%) geht,
liegt der Wellenvektor der Streurichtung. o, gibt den
Abstand dieses Flachenteiles vom Zentrum des In-
tensititsbereiches an. Der zweite Parameter legt den
Punkt fest, zu dem der Wellenvektor f fiihrt. Gl.{30)
stellt also eine zweiparametrige Kurvenschar dar
(z.B. sind | X, | und g, die beiden Parameter, wenn
A als Funktion von ¢, aufgefat wird). Ubersicht-
licher wird (30) fiir zwei Spezialflle:

a) X°=|Xe|=00 (%,=¥]=0),
f ist parallel zu f,:

2
A(xgs ) = -
9T (xh—xg)

[i@a—2) - @a—zp) B2,
zg

(30 a)

z,=R Ons
A(2550) = i}_, [3 j1(z,) —sinz,] .

z,=Roy,

b) x,/°=0,=0, der Vektor b, endet auf der
Ausbreitungskugel :
; 4 [ (Vyi+4a1®) _ iu(yo)
A(ygsxp) = — |22 2227 997 (30b
(ygs ) = 3 [ROEEEAD RG] (301)

.7/0=R|X0I = R|xg(z,y)[,
A(y,;0) =0; A(yy; —x) = — A(yg; 21) 5
A(—ygs 2) =A(ygs 2) -

Die Ausrechnung der Funktion S ist komplizierter.
Nur fiir den Fall | 3, % |=0 ist S leicht auszurech-

nen 15
co) = 2mt 1
aS(egs0n) =", T ——
R
'/Sin(gh x) sin [ (05 —0y) x] xdx,
0
mit e Cm* R 3 2m)° R

@ 4k 8 v Kk’

m(@) = |/ & (D )

15 Fiir Kristalle mit reellen Fourier-Koeffizienten des Poten-
tials (Kristalle mit Symmetriezentrum) tritt S nicht in der
2., sondern erst in der 3. Naherung auf. Nur wenn eine
Streurichtung durch das Verschwinden eines Strukturfak-
tors in erster Naherung ,,ausgeloscht” wird, treten 4 und S
in gleicher Ordnung auf. Um die durch Umweganregung
hervorgerufene Intensitdt in einer solchen Streurichtung
zu berechnen, wird | Xy| = 0 angenommen (unabhingig
von der Kristallgestalt hat S fiir | Xy | = 0 sein Maximum).
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(sphéarische Neumannsche Funktion) und 2, =R g,
r,=Ro, ist:
1

- . 2 — = . X
S (x5 23) = [nl (22 %q) + (2 zp—zg)?

xp (zh _Ig)

—ny(xy) — ;32], (31)

2y L 2 ;
SO;m) = L [2m@m) + G2 +1],  @1)
S(z,;0) = ::2 (2 ny(z,) + 372 + cos xg] (317)

= S(Igﬁ xg) s

S(—xy; —23) =S(xg52);  S(0;0)=1.

Fiir den Fall | %,|=0, d. h. wenn der Vektor b,
exakt auf der Ausbreitungskugel liegt und die Streu-
richtung durch f=f, gegeben ist, kann das Integral
in (18b) ohne Benutzung der Tangentialebenen-
niherung ausgerechnet werden. Das Ergebnis stimmt
mit dem der Tangentialebenenndherung iiberein,
wenn kj, =k gesetzt wird, was bei geniigend hohen
Elektronenenergien erlaubt ist. (Die Tangential-
ebenennaherung gilt ohnehin nur fiir solche Ener-
gien.)

In den Abb. 3 und 4 sind die Funktionen A(z,; 2;)
in Abhéngigkeit von z; mit z, als Parameter bzw. in
Abhéngigkeit von z, mit z;, als Parameter gezeichnet

[Gl. (30 a)]. In den Abb. 5 und 6 wurden die Kur-

Alxg; xp) +0,61

&
woaw
o=NnwEo

-0'5, -
Abb. 3 (s. Text).

Abb. 4 (s. Text).
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ven A(y,;x,) in der gleichen Weise gezeichnet
[Gl. (30b)]. Der charakteristische Unterschied zu
den Kurven der Gl. (30 a) besteht darin, daf} die
Extremwerte der Kurven der Abb. 6 stets bei y,=0
liegen, wahrend die der Abb. 4 bei Werten z,+0
liegen. Abb. 7 zeigt die Funktion S(z,; ;) abhin-
gig von z;, mit z,, als Parameter [Gl. (31) ].

Alygixn) - +061

10
L 0

-’OA

Alygixy)

|

Slxgix)

|

-02- —_— Xy

Abb. 7 (s. Text).

H. FENGLER

3. Die unendlich ausgedehnte planparallele Kristall-
platte der Dicke D

Unabhingig von der vorliegenden Arbeit wurde
dieser Fall von Fusrwara 16 behandelt. Fusrwara be-
nutzt jedoch fir die Iteration der Integral-Gl. (3)
nicht die ebene Vakuumwelle, sondern eine ebene
Welle in einem Raum mit dem konstanten Potential
Vo= — (h*/2me) uy. Die Wellenzahl ist dann
K2=Fk*—uy; u, ist der nullte Fourier-Koeffizient
in der Entwicklung (7) von U(T); er ist im Stor-
glied weggelassen. Auch in der Greenschen Funktion
(9) steht an Stelle von k£ die neue Wellenzahl K.
Die Gestaltfunktion ¢(r) in (7) bedingt, da ge-
nauer gesetzt werden miifite K2 = k% — u, ¢ (1), so daB3
K ortsabhingig wird. Dann ist aber (9) nicht mehr
die richtige Greensche Funktion. Es 1dBt sich aber
zeigen, daB sie angenihert richtig ist, da |u, | < A2
ist. Fustwara behauptet, dal die Bornsche Reihe
durch die Verwendung von K statt k besser konver-
gieren wiirde. Diese Behauptung ist jedoch nicht sehr
einleuchtend. In dieser Arbeit wird weiterhin die
Vakuumwellenzahl k benutzt.

Natiirlich kann bei der unendlichen Kristallplatte
die Streuwelle nicht als auslaufende Kugelwelle an-
gesetzt werden. Statt dessen wird man in Anlehnung
an die dynamische Theorie fordern: vor der Ein-
trittsfliche (z<0) sollen die einfallende ebene Welle
und reflektierte ebene Wellen auftreten; hinter der
Austrittsflache (2> D) durchgelassene ebene Wellen.

Man kann zeigen, daf} die Integral-Gl. (3) diese
Forderungen erfiillt 7. Die jetzt in (3) bei der Itera-
tion auftretenden Integrale sind wegen der J-Funk-
tionen in (13) nur noch eindimensional und sehr
leicht auszurechnen. Man kann v, (1) explizit an-
geben 6. Hier soll jedoch nur die erste und zweite
Niherung aufgeschrieben werden in der der voran-
gegangenen Nummer analogen Formulierung, um
die Funktionen 4 und S fiir zwei so verschiedene
Kristallformen wie Platte und Kugel zu vergleichen.
Aus (5). (7) bis (9) und (13) ergibt sich

__ 1 ¥ eXP{l(f t)} 'z x y_ LY _eXP{_l(kz“‘khz)D} 3
vam = =0 S [TREEDT 6 o) ok — ) 1mR ZE IR ot (32)

W (1) =

16 K. Fusiwara, J. Phys. Soc., Japan 14, 1513 [1959].

17 Man entwickelt v (t) in eine 2-dimensionale Fourier-Reihe,
deren Koeffizienten von z abhdngen. Aus (3) wird dann

(k'z—kp?) (K'22—Kp2*—i €)

— 5 2 unexp{i(f, 1)} exp{ —ik/iz}/ “exp (1K) —exp( i k(D=3 explide D) g
Tl h .

eine 1-dimensionale Integral-Gl., die unmittelbar das be-
hauptete Verhalten zeigt (miindliche Mitteilung von Herrn
Dr. Kamse).
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Der Vektor ), hat den Betrag K; =k und die z, y-Komponenten K;*=k;* K,¥=k;?; es ist also
K)# =K — k® — k,2* 8. Unter K;* wird im folgenden stets die positive Wurzel verstanden

Kii=+VE - (= +k”) .
Die Integration ldBt sich sehr einfach in der komplexen k,-Ebene durchfiihren. Man muB die drei Fille

2<0, 0<z<D und z>D unterscheiden, um festzulegen, ob der Integrationsweg in der oberen
oder unteren Halbebene zu schlieen ist:

2<0: pa(r) = 2% explithi, 1)} exp{ —i(Ki' + i) 2) Lol tian bl (33a)
<., <. u, 1—exp{i(Kpz—kp?)z} | 1—exp{i(Ks?+kn?) (D—2)}

0<z<D: v, (1) = Z Tr exp{i(f, 1)} | T + Tt . (33b)

z>D: w (1) = Z 21;/1 exp{i(¥;, 1)} exp{i(K;? — k;?)z} EXP‘_Z(?‘;::ZZ) By=L (33 ¢)

Fir z<O0 setzt sich y,(r) aus ebenen Wellen zusammen, die sich von der Eintrittsflache z= 0 fortbewe-
gen (reflektierte Wellen). Im Intervall 0 < z <X D gibt es zwei Anteile: der eine pflanzt sich in positiver
z-Richtung fort (auf die Austrittsfliche z=D zu), der andere bewegt sich in umgekehrter Richtung auf
die Eintrittsfliche z=0 zu (an der Austrittsfliche z= D reflektierte Wellen). Fir z> D gibt es nur ebene
Wellen, die von der Austrittsflache z=D mit positiver z-Komponente des Wellenvektors auslaufen. Dieses
Verhalten stimmt mit der oben geforderten Randbedingung uberein. Die reflektierten Anteile sind nur bei
sehr kleinem Neigungswinkel der einfallenden Welle gegen die Grenzflache z =0 wesentlich. Dieser Fall soll
im folgenden ausgeschlossen werden. Dann wird aus (33 b)
oy expli(Bn, D —expli(R )} o 0 << D. (34)

1) =
w1 (1) 2K )

{n=Kj? — k;? ist die Entfernung des reziproken Gitterpunktes (h'A%A3) von der Ausbreitungskugel in der
zur Kristallbegrenzung senkrechten Richtung.
Nach Gl. (5) ist

1 s ,
W) = = ke 3 it [0E9) [yt )
) —exp{ —i(f' — R —bps, 1) }] c () B B3t

+
_ up ug h _ 5 exp{i k' z} —exp{—i kK2(D—z) }-exp{i kg? D} 1;7,
=L ;‘;Z; i exp{z(fg, 1)} exp{ —ik,?z} {/ i hg?) (FF K1 0 dk

—o0

(K7— [Kpz+ b)) (K —Ky?—i )

+
_ / exp{i k2 zy —exp{ —i k’2(D—z) }-exp{i(Ki?+b;-4) D} 4772 }
Das sind wieder Integrale von der Form (32). Beachtet man noch
Ki? +bj—n =Ky’ —k* + ki? + b5 =83 + k7,
dann ergibt sich fiir z>D

_ 1 S uwnug-n [?‘Ki{oﬂ}ﬂ 1—exp{i({n— 59)9}] 35

1/}2(r) 4 = K}, ZK - eXp{l(‘@g, r)} é-h'é-y Ch(Ch é-g) * ( )
Um das mit den Ergebnissen beim kugelformigen Kristall zu vergleichen, soll in (33 ¢) und (35) noch
ein gemeinsamer Phasenfaktor herausgezogen werden, so daf} in v, (1) die Strukturamplituden u, mit einer
reellen Funktion des Anregungsfehlers multipliziert werden. Setzt man £ D {, =z, , dann wird

w(1) =~ exp{—zxg} Z 2;‘(‘72 exp{z(.@g,r)}sln % z>D. (36)
Pe(1) = — —exp{—zxg} L exp{l(ﬁg,r)} ) 3= D H20-b [A(2gs 2) +iS(zg32a)], z2>D. (37)

‘-‘2K 2 Kj?
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+0,635

+10
s

Platte
Kugel

-0635 L-- —_—
Abb. 8
S(0:x)
-0 .10
Abb. 9

Abb. 8 u. 9. Die Funktionen 4(0; z;) und S(0; zz) fiir die
unendliche Kristallplatte und fiir den kugelférmigen Kristall.

KINEMATISCHE THEORIE DER ELEKTRONENINTERFERENZEN

Die Funktionen 4 und S sind bei gleichzeitiger
Ersetzung beider Argumente durch ihre negativen
Werte antisymmetrisch bzw. symmetrisch:

cp) = 1 [sin(2zn—2g) —sinzg sinzg
Azysm) = [ BEA=) - nrol. (38)
A(xy; 0) = J1 (xg) = = A(xg; xg) s (38l)
. _ 1 fcos @—005(2 I}l—Ig)‘
Sy ma) = 5 [ telam) |, (39)
S(x450) = ,Si;‘,:v =S (243 74) - (39)

Die Abb. 8 und 9 zeigen die Funktionen

A4(03m) = L [222 1

und S(0; ) = (Sfinrx—h)z

Zh
zusammen mit den entsprechenden Funktionen fir
die Kugel. Trotz der sehr verschiedenen geometri-
schen Kristallformen stimmen doch die Funktionen
der Anregungsfehler qualitativ iiberein.

Herrn Prof. Dr. K. MouiEre danke ich sehr fiir die
Forderung dieser Arbeit. Den Herren Dr. K. Kamse
Dr. H. Nienrs und Dr. E. H. Wacner bin ich fiir viele
Diskussionen und Ratschlige zu Dank verpflichtet. Be-
sonderer Dank gebiihrt Herrn. H.-J. Krauss, der alle
numerischen Rechnungen ausfiihrte und die Abbildun-
gen zeichnete. Der Max-Planck-Gesellschaft danke ich
fiir die Gewdhrung eines Stipendiums.

Zur theoretischen Beschreibung von Umweganregungen
bei Elektroneninterferenzen an Kristallen

Von H. FENGLER

Aus dem Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft *, Berlin-Dahlem
(Z. Naturforschg. 16 a, 1214—1223 [1961] ; eingegangen am 18. Juni 1961)

In einer vorangegangenen Arbeit wurden allgemeine Formeln fiir die Streuintensitdt in einer
Interferenzrichtung bis zur 2. Bornschen Ndherung angegeben. Thre physikalischen Aussagen werden
hier diskutiert. Die Ergebnisse sind: 1. Die FriepeLsche Regel verliert bereits in der zweiten Nahe-
rung ihre Giiltigkeit. 2. Die Intensitdtsformel der durch die zweite Bornsche Naherung erweiterten
kinematischen Theorie geht fiir groe Anregungsfehler der Umwegtripel und kleine Kristalle in die
aus dem Zweistrahlfall der dynamischen Theorie folgende Formel iiber, wenn in dieser die Berue-
schen Zusatzpotentiale beriicksichtigt sind. 3. Lagen- und Intensitdtsanomalien bei Interferenzen im
konvergenten Biindel sowie das Auftreten verbotener Reflexe konnen erklart werden. Als Beispiel
wird die Intensitit des (222)-Reflexes von Ge in Abhidngigkeit vom Azimutwinkel berechnet.
4. Durch Hinzunahme der zweiten Ndaherung wird die durch das Quadrat des Volumens dividierte
Intensitit eine um einen konstanten Wert gedampft oszillierende Funktion der Kristallgrofe.

Die Beschreibung der Elektronenstreuung an Kri-
stallen mit der 1. Bornschen Nédherung heiflt kine-
matische Theorie. Eine Erweiterung durch die 2. Na-
herung wurde in einer vorangegangenen Arbeit!
vorgenommen. Die physikalischen Aussagen der dort

* Abt. Prof. Dr. K. MoLI1ERE.
! H. FexcrLer, Z. Naturforschg. 16a, 1205 [1961], voran-

gewonnenen allgemeinen Formeln sollen jetzt disku-
tiert werden. Im Abschnitt A wird die FriepeLsche
Regel untersucht, in B die 2. Ndherung mit dem
Zweistrahlfall der dynamischen Theorie verglichen.
In diesen beiden Abschnitten sind keine Voraus-

stehend. Diese Arbeit wird im folgenden als I zitiert;
I, (24) z. B. bedeutet: Gl. (24) aus I.



