
sen von Interesse, sondern dürften ganz allgemein 
für das Problem der dielektrischen Relaxations-
erscheinungen in Flüssigkeiten von Bedeutung sein, 
da hier ein Fall vorliegt, bei dem die mit einer „End-
über-End-Drehung" eines langgestreckten Moleküls 
verbundene Relaxation deutlich von der mit ande-

ren Drehmöglichkeiten verknüpften Relaxation ge-
trennt ist. 

Die Untersuchungen wurden im Physikalischen Insti-
tut der Universität Freiburg i. Br. durchgeführt. Wir 
danken der Deutschen Forschungsgemeinschaft und dem 
Fonds der Chemie für finanzielle Beihilfen. 

Eine Erweiterung der kinematischen Theorie zur Beschreibung 
von Elektroneninterferenzen an Kristallen 

V o n H . F E N G L E R 

Aus dem Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft *, Berlin-Dahlem 
( Z . Natur f o r s chg . 16 a , 1 2 0 5 — 1 2 1 4 [ 1 9 6 1 ] ; e i n g e g a n g e n am 3. Juni 1961) 

Mathematisch stellt die kinematische Theorie der Elektroneninterferenzen an Kristallen den 
1. Term in der BoRNschen Entwicklung dar (1. BoRNSche Näherung). In dieser Arbeit wird das 
2. Näherungsglied ausgerechnet; zunächst für bel iebige Kristallgestalt und dann für einen kugel-
förmigen Kristall sowie für die nach zwei Richtungen unendlich ausgedehnte Kristallplatte. 

Zur Beschreibung der Elektronenstreuung an Kri-
stallen gibt es zwei Theorien: die kinematische und 
die dynamische Theorie. Die kinematische Theorie 
nimmt an, daß die Streuwellen nur durch die einfal-
lende Welle entstanden sind und daß sie weder un-
tereinander noch mit der Primärwelle und dem Kri-
stallpotential in Wechselwirkung stehen. Insbeson-
dere werden alle Mehrfachstreuungen vernachlässigt, 
die eine durch die Primärwelle erregte Streuwelle 
im Kristall erleiden kann. Daher ist die Anwendung 
dieser Theorie auf kleine Kristalle beschränkt. Die 
dynamische Theorie behandelt die Elektronenbeu-
gung an einer nach zwei Dimensionen unendlich aus-
gedehnten Kristallplatte. Der Zustand im Kristall 
wird durch eine Uberlagerung unendlich vieler 
BLocHscher Wellenfelder dargestellt, die durch Ste-
tigkeitsforderungen auf den Begrenzungsflächen der 
Kristallplatte mit der Primärwelle und den unendlich 
vielen Streuwellen im Außenraum verknüpft sind. 
Zur Bestimmung der Wellenfelder im Kristall und 
damit der Amplituden der Streuwellen müßte ein 
unendliches lineares Gleichungssystem gelöst wer-
den. Die Aufgabe ist mathematisch nicht streng zu 
lösen, und das Gleichungssystem wird auf endlich 
viele Gleichungen reduziert. Oft kann man sich auf 
ein System aus zwei Gleichungen beschränken — auf 
den „Zweistrahlfall". Man nimmt dabei an, daß im 

* Abt . Prof . Dr. K . M O L I E R E . 
1 C H R . M E N Z E L - K O P P , Ann. Phys., Lpz. ( 6 ) 9 , 2 5 9 [ 1 9 5 1 ] . 
2 H. P F I S T E R , Ann . Phys. , Lpz. ( 6 ) 1 1 , 2 3 9 [ 1 9 5 3 ] . 
8 E . F D E S U. E . H . W A G N E R , Z . Naturforschg. 6 a . 1 , 7 9 [ 1 9 5 1 ] . 

Kristall nur zwei Wellenfelder und im Außenraum 
neben der Primärwelle nur eine Streuwelle mit gro-
ßer Amplitude auftreten, während die Amplituden 
aller möglichen anderen Streuwellen vernachlässig-
bar klein sein sollen. Die Wechselwirkung beider 
Wellenfelder im Kristall wird berücksichtigt. Es gibt 
nun Experimente, die weder durch die kinematische 
Theorie noch durch den Zweistrahlfall der dynami-
schen Theorie beschrieben werden können; nämlich 
die durch „Umweganregung" verursachten Intensi-
täts- und Lagenanomalien (vgl. z. B. 2 und dort an-
gegebene Literatur). Umweganregung bezeichnet den 
Vorgang, daß in eine feste Richtung Intensität nicht 
nur aus der Primärwelle gelangt, sondern auch aus 
anderen Streuwellen. Um diese Experimente mit der 
dynamischen Theorie zu behandeln, müßte man min-
destens zum Dreistrahlfall übergehen. Deutungsver-
suche nach der dynamischen Theorie wurden unter-
nommen 3 - 5 . In dieser Arbeit wird eine Deutung 
durch Erweiterung der kinematischen Theorie ver-
sucht. Mathematisch ist diese die 1. Näherung im 
BoRNschen Verfahren. Es handelt sich also um die 
Diskussion der höheren BoRNschen Näherungen. Im 
Abschnitt A wird das BoRNsche Verfahren für einen 
Kristall von endlicher Ausdehnung erläutert. Der 
Abschnitt B enthält eine genauere Untersuchung der 
2. Näherung für beliebige Kristallgestalt (Bw 1) , für 

4 E . H . W A G N E R , Z . Naturforschg. 6 a, 1 3 3 [ 1 9 5 1 ] . 
3 K . K A M B E , J. Phys. Soc. Japan 1 2 , 1 3 [ 1 9 5 7 ] , dort weitere 
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eine Kristallkugel (B, 2) und für eine in zwei Di-
mensionen unendlich ausgedehnte Platte (B, 3 ) . 

A. Das Bornsche Näherungsverfahren für die 
Elektronenstreuung am Kristall 

1. Aufstellung der allgemeinen Gleichung 

Der Kristall wird durch ein festes äußeres Poten-
tial V(r) beschrieben, an dem die ankommenden 
Elektronen einheitlicher Geschwindigkeit und Rich-
tung gestreut werden. Es wird hier nur elastische 
Streuung in Betracht gezogen. Zur Ermittlung der 
Elektronenverteilung nach der Streuung muß die 
Lösung der 1-Teilchen-ScHRÖDiNGER-Gleichung auf-
gesucht werden, die sich in großer Entfernung vom 
Streukörper aus einer einlaufenden ebenen Welle 
und auslaufenden Kugelwellen zusammensetzt: 

AT{x)+(k2-U{x))W{x)=0, (1) 

? P ( r ) ~ e x p { i ( ! o , r ) } + / ( U o ) e x p { ^ r } 

für große r. 

Es bedeuten: 
k = 2 n/X = ]/2 m E/h; X — Elektronenwellenlänge; 
Eje — Beschleunigungsspannung der Elektronen; 

= k S0; S0 = Einheitsvektor in Einfallsrichtung; 
f = k 5 ; S = Einheitsvektor in Streurichtung; 
U (r) = - (2 m e/h2) V (r) ; V (r) = Kristallpotential. 

Im Experiment wird der differentielle Wirkungs-
querschnitt da gemessen: 

da = | / ( f , f 0 ) | 2 d ß , (2) 

dQ ist ein infinitesimaler Raumwinkel. Es ist also 
die Amplitude / ( f , f 0 ) der auslaufenden Kugelwelle 
auszurechnen. 

Wellengleichung und Randbedingung können mit 
der GREENschen Funktion 

G ( r | r ' ) -

in eine Integralgl. zusammengefaßt werden: 
^ ( r ) = e x P { i ( f 0 , r ) } 

l r exp{i k | r—r' |} 
4 71 J | r—r 

Dann ist 

(3) 

- i _ ü W{x) U{r') d V . 

/ ( ? , f 0 ) = - - L f exp{ — i ( f , r ) } ^ ( r ) tf(r) d 3 r . 
^ 71 J . 

(4) 

8 Integrale von der Form (9) sind stets als Grenzwert für 
s - > 0 aufzufassen, ohne daß es im folgenden ausdrücklich 
hingeschrieben wird. 

Das BoRNsche Verfahren löst (3) durch Iteration 

¥ ( x ) = Y Wn(r) ; V o ( r ) = e x P { £ ( f 0 , r ) } , 

V . ( r) = - ^ f - r t g - t '> v - i ( r ' ) U(x') d 3 r ' 

Für / ( f , f0 ) ergibt sich: 
oo 

/ ( f , f 0 ) = £ / „ ( ! , f o ) ; 
n = 1 (6) 

in (f, fo) = - 4 \ f exp{ - i ( f , r ) } Wn-1 ( r ) U (r) d 3 r . 

Da U(r ) bis auf einen konstanten Faktor das Poten-
tial eines (ideal angenommenen) Kristalls ist, kann 
der folgende Ansatz gemacht werden: 

U( r ) = V a A e x p { i ( B A , r ) } c ( r ) ; (7) 

h ist eine Abkürzung für das Tripel von ganzen 
Zahlen h1, h2, hs; 

II für I innerhalb und auf der Be-

grenzung des Kristalls, (8) 
0 sonst. 

b/j = h1 f^ + h2 b2 + h3 b3 ist ein Vektor des rezipro-
ken Gitters, dessen Grundvektoren hier definiert sind 
durch (B;,Qz) = 2 n ö j i ; fy sind die Gittertranslatio-
nen. Dieser Ansatz legt es nahe, auch die GREENsche 
Funktion im FouRiER-Raum darzustellen 6 : 
exp{t k 1t — r' |} __ 4 TT 

| t - f | _ (2 jt)! £ > 0 . (9) 

lim 
e^o J k 2 — k2 — i s 

Aus (5) bis (9) erhält man 

4 71 
1 

(2 7l) ® 
n-1 

2 ' Uh2 hi,..., h„ 
Uhn 

/•••/{/c{xt) e x p { - i ( ! - f n _ 1 - b A n , r 1 ) } d 3 r 1 

J c(x2) exp{-i(fn_1-fn_2-fa„-1,X2)}d3X2 

J c(x„) expi-ifa-fo-d^Vn)} d3rn} (10) 

d3f n -1 d3fn-2 
kn-i — k2 — i£n-l kn-2 — k2 — i£n-2 A^2 —fc2 —i ' 

hi ist eine Abkürzung für das Wertetripel Aj1, h f , h? . 
Führt man hier die FouRiER-Transformierte der Ge-
staltfunktion c ( r ) e in 7 : 

5 ( f ) = 1 fc(x) e x P { - i ( f , r ) } d sr = 5 f ) , 
T * 

x = Kristallvol., (11) 

7 Konjugiert komplexe Größen werden durch Querstriche 
gekennzeichnet. 



dann wird aus (10) 

f n ( t , f 0 ) = 2 TT2 — r 
(2 'jty ^J uhl uh2 • • • Uhn 

ht h„ 
(12) 

J J {1%^-V-i 
-Kl) ••• s ( f , - f 0 - b / ( 1 ) _ _ _ d3fn 1 _ 

fn-l) —k2 — i £n-2) • • • (kf — tf-i 

s ( f ) ist so normiert, daß der größte Wert s (0 ) = 1 
ist. Durch partielle Integration sieht man, daß 5 ( f ) 
asymptotisch mindestens wie 1 /k verschwindet. 

Die Halbwertsbreite des Hauptmaximums von s 
ist sehr klein gegen die Gitterabstände im reziproken 
Gitter, wenn alle Kristalldimensionen groß gegen 
die Gitterkonstanten sind. Diese Tatsache wird spä-
ter bei den Integrationen in (12) ausgenutzt werden. 

5 ( f ) ist für eine Anzahl von Kristallformen von 
PATTERSON8 ausgerechnet worden. Hier soll 5 ( f ) nur 
für die unendliche planparallele Platte und für die 
Kugel 9 angegeben werden: 
a) Planparallele Platte der Dicke D 10-11: 

+ 00 + 0 0 D 

f f « P { - ' f t r ) > * r 
— oo —00 0 

= d (k x ) ö ( k u ) 1 - ^ \ - ^ D \ (13) 
i kz D 

sr ( f ) = <5 (A,) d {ky) exp{ - i kz (D/2)} s i ^ / 2 . 

b) Kugel vom Radius R : 
R + 1 

' ( f ) = —71 J Jex p { — ikrx}dx r2 dr 
R 

= i * [ _ « * k r r 6 r ( 1 4 ) 
r J k 

0 - 1 

Ä ( f ) = [sinRk-RkcosRk] (Abb. 1), 
(R k)3 

A b b . 1. DieFouRiER-
Transformierte s ( f ) 
der Gestaltfunktion 
c ( r ) für die Kugel 

vom Radius R. 

2. Die Ausrechnung der Integrale 

Für n= 1 erhält man aus (12) die Streuampli-
tude der kinematischen Theorie 

/ i ( U o ) = - j T 2 > * » ( f - f * ) ; h = h + (15) 
4 : t h 

Da die Halbwertsbreite von s für den Fall genügend 
großer Kristalle, auf den wir uns hier beschränken 12, 
klein ist gegen die Abstände der reziproken Gitter-
punkte, tritt nur für solche Streurichtungen starke 
Intensität auf, für die gilt: 

f - * 0 = \Xo\<\K\' (16) 
Das sind die bekannten Interferenzbedingungen der 
kinematischen Theorie. Sie brauchen nicht exakt er-
füllt zu sein; der kleine Vektor Xo gibt die Abwei-
chung an; er kann „vektorieller Anregungsfehler" 
genannt werden. Für die Streurichtung f = + 
sind in (15) alle Summanden h =/= g zu vernachlässi-
gen: 

/ i ' ( U o ) = - ( * / * * ) » * « ( * - * * ) • ( 1 7 ) 

Durch den Faktor s ( f — f g ) erhält der Reflex eine 
endliche Ausdehnung; |s(f — |2 gibt Form und 
Ausdehnung des Intensitätsbereiches um den rezi-
proken Gitterpunkt (g1 g2 g3) an. 

n = 2. 

/ , ( ! , ? 0 ) = 2 ^ 2 — r 
(2 rr)3 

(18 a) 2 Uh\ Uh2 
huh2 

s ( f - !1 - b/t2) s ( f t - f0 - bin) 1 

k2 1 s 

Das Integral wird nur an solchen Stellen wesentliche 
Werte haben, für die die Argumente der Funktio-

8 A . L . P A T T E R S O N , Phys. Rev. 5 6 , 9 7 2 [ 1 9 3 9 ] . 

9 H . E K S T E I N , Phys. Rev. 8 3 , 7 2 1 [ 1 9 5 1 ] . 

10 Da für die unendlich ausgedehnte Kristallplatte das Volu-
men undenlich groß ist, wurde die Definition von 5p etwas 
abgeändert ; die Normierungskonstante wurde so gewählt, 
daß 

+ 00 
f f sp(kx,ky, 0) d k x d k y = 1 ist. 

— 00 

11 <5(x) bedeutet die DiRAcsche Delta-Funktion: Ist f{x) in 

a < x < b stetig, dann soll sein 
b für 

für 
//(*') 8(x'-x) d*'= 

a < x < b , 
x <1 a; x b . 

Andererseits dürfen die Kristalle nicht zu groß sein, wenn 
die Streuamplitude schon durch die ersten Summanden in 
der Entwicklung (6) gut wiedergegeben werden soll. Die 
Abstände der reziproken Gitterpunkte sind von der Größen-
ordnung 1 Ä — A b b . 1 zeigt dann, daß der Kristall „ ge -
nügend" groß ist, wenn seine linearen Abmessungen etwa 
50 Ä betragen. 



gesetzt werden, und in der Summe über h2 können 
alle Summanden h2=fcg — h1 vernachlässigt werden 

nen 5 angenähert übereinstimmen Nähe von kh . Da sehr groß ist gegen die Halb-
f — f — £>/ oder wertsbreite von 5, kann die Integration über die 
* t r t , t „ Kugeloberfläche ersetzt werden durch eine Integra-
r = t0 + 0/il + 0 / i 2 + X/a + /i2 = r/il + /i2-i"X/il+/i2- , • j . ^ 1 1 j - j . v 1 tion über die 1 angentialebene, die die Kugel mit 

Das ist wieder die Interferenzbedingung (16 ) . Für d e m R a d i u s ^ i m Durchstoßungspunkt mit der Rich-
die Streurichtung f = f , + X» muß dann + = g tung lh berührt. Das Kugelflächenelement k2 dQ 

wird ersetzt durch das Flächenelement dF der Tan-
gentialebene. Die Näherung gilt für die Nachbar-
schaft des Punktes f/,; es müßte also über eine kleine 
Fläche AF und danach über kl etwa von k/t — r bis 
k/t + r integriert werden. Da aber die von f/, weiter 
entfernten Punkte ohnehin keinen nennenswerten 
Beitrag liefern, gleichgültig, ob sie auf der Kugel-
oberfläche oder auf der Tangentialebene liegen, 
kann die Integration über die gesamte Tangential-
ebene ausgedehnt werden; über kx wird dann von 
— 00 bis -f oo integriert (vgl. 9 ) . 

f 2 m f 0 ) = 2 7i2 — r 
( 2 71) 

i2 V I 7_,UhUg_ h 
J h 

( 1 8 b ) 

/2 = 

. [ s(fft+ X g - f l ) 5 ( f 1 - f / i ) d 3 f 
J kf-tf-ie 1' 

Das Integral wird mit I2 abgekürzt; mit (11) ist 

c ^ i ) c ( r 2 ) e x p { - i ( x 3 , r 1 ) } 

J kY- — k—iE 

Führt man in (18 b) für f j Kugelkoordinaten ein, 
so ist zunächst über die Oberfläche der Kugel vom 
Radius k1 und dann über kx von 0 bis 00 zu inte-
grieren : 

ki t 
1 ll 
kh 

(Abb. 2) 

I,= s(U-ti+X8)s(ti-h) 
0 _ dk, 

' k^—kt—i e' 

Wesentliche Beiträge liefert aber nur eine kleine 
Umgebung U/( des Punktes f/t; kx liegt also in der 

+00 

lk,-khU 

k \ Tangentiol-Ebene 

V* / 
A b b . 2. Annäherung der 

Kugelfläche durch die 
Tangentialebene. 

+ OC 
exp { i ( /q - kh) [kh {?h, rt - r?) } 

kt2 — k2 — i £ 
dkt 

-t-00 

= (2 71)2 ö ( v / - x2h) exp{ - i(lh, r , - r 2 ) } f ^ W k k U h ^ - U } ^ 
— 0 0 

Für (f/,, I"! — r2) > 0 wird der Integrationsweg in der oberen komplexen A^-Ebene geschlossen, für 
(fh, Ti — V2) < 0 in der unteren-. 

r e x p i ^ ^ - ^ r i - r 2 ) } d 3 f • ( 2 * ) ' ö ( „ _ h) e x v { _ i { h i X i _ X 2 ) } exp{i{k/kh)\{th, Xt - r 2 ) | } . (19) 
J kv- — k- — i£ 2 k 

Hier bedeutet r/J die in der zu senkrechten Ebene liegende Komponente von r , . Wegen der (3-Funk-
tion hat der Vektor rx — r2 die Richtung von ± f / t . 

f 2 n t , f 0 ) = 2 n 2 —x 
(2 TT) 3 

^ Uh Ug-h /2 5 

/, = i (2 .T) 3 1 
2k x2 

c ( r i ) c ( r 2 ) <5(r 1 / , - r 2 Ä ) e x p l - ^ X ^ r ^ j e x p l - ^ f ^ r ! - ^ ) } (20) 

- r 2 ) | } - d 3 r 1 d 3 r 2 . 

Diese Gleichung wird weiter unten noch ausführlich diskutiert. 

n = 3. 

hit fo 2 CT2 — X 

(2 n)' 
y Uhi Uh2 Ufr* f f S i h - f l - h , ) Sih-f^) d3 f d3 f . (21) 

>uXh3 J J (kf-V-ieJVcS-V-ieJ 1 2 



Schreibt man f - f 2 - f>/<3 = — f 2 + hi + h-2 + f - + h-z + h3 

ĥ2 = 2̂ — f^l + A2 + f/il — f 1 > 
dann wird das Integral / 3 in (21) : 

1 h = c ( i i ) C (r2 ) c ( r 3 ) e x p { — i ( f — fg,, r j ) } f 

d 3 f j d3rx d3r2 d 3 r 3 , g = Aj + /?2 + A3 . r exp{i (f 1 — ihl, r2 — rä) } 
J kf — kr — i 

Für die Streurichtung ist f — t(J = Xg u n d in (21) ist in der Summe über hs nur der Summand 
hs = g— (h1 + h2) zu berücksichtigen. Die Integrale über f j und f2 sind von der gleichen Form wie das 
Integral ( 19 ) . Das Ergebnis kann einfach abgeschrieben werden: 

/ / ( U 0 ) = 2 ^ r - T 13 — r 
(2 .t):! 

^ uhl uh2 ug _ (Al + h2) 13 , 
hu h2 

/,= 6
 (-L 

3 T3 \2 k c(xt) c ( r 2 ) c (r 3 ) — r 2 ® ) ^(r2 ( 1 ) - r 3 ( 1 ) ) e x p l - ^ X ^ ) } (22) 

• e x p { - i ( f ( 2 ) , r ! - r 2 ) } exp{i(A;/^(2)) [(f(2)> — r2) [} e x p { - i ( I ( 1 ) , r2 - r 3 ) } 

• e x P { i ( ^ ( i ) ) I (f(i), r2 - i's) I) d3i ' i d3i'2 d 3 r 3 . 

X ^ bedeutet die in der zu f(n) = f/n + /i2 + . . . +hn senkrechten Ebene liegende Komponente von r , . Von (20) 
und (22) läßt sich leicht der allgemeine Fall ablesen 

/ / ( f , f 0 ) = 2 ^ 2 Uh\ uh2 • • • uhn - 1 uo-(hl+ h2 + ... hn-\) In •> h\, ho,..., hn-i 

In 
(2 sr) 

T 

« —1 
2 k • Jc(xx) c ( r 2 ) . . . c ( r „ ) d d p - * < H r 2 ( w - 2 ) - r 3 ( n _ 2 ) ) •. • 

<5 0 4 « ! - #> ) exp{ - £ (x „ , t j ) } exp{ - i ( J ( n - i ) , i'j - r 2 ) } exp {i" (£ /£(„_! ) ) | ( f ( n _D, ^ - r2) |} . . . 
exp{ — i(f(i), n̂ -1 1« ) } e x p { i ( k j k w ) |(!(i), rw_i - rw) |} d3rx d 3 r 2 . . . d 3 r „ . (23) 

(2 71)3 i 
r2 2 k 

c(x,y,z) c(x, y, z) (24) 
2' < 2 

e x p { - * ' ( X j 7 , r ) } e x p { i > Ä ( z - z ' ) } dz' d3r . 

Gl. (23) gilt für Kristalle beliebiger Gestalt; sie 
müssen nur ein endliches Volumen besitzen, und die 
Registrierung der Streuelektronen muß in großer 
Entfernung vom Kristall erfolgen. Diese Vorausset-
zungen werden durch die Benutzung der asymptoti- Qh = k - kh = k - \ t0 +bh\ ist der Abstand des rezi-
schen Form (4) nötig. Um sie zu vermeiden, müßte p r o k e n Gitterpunktes (h1 h2 hs) von der Ausbrei-
man von der Int.-Gl. (3) ausgehen. tungskugel13 und wird Anregungsfehler der Inter-

ferenz h genannt. Das zweite Integral in der eckigen 
Klammer ist proportional zu (k + kjl)~1 und kann, 
da k und k^^k für die hier betrachteten Elektronen-
energien sehr groß ist, weggelassen werden. Nach Im Integral /<> aus (20) wird die z-Achse des Ko- , . 1 . TT r • 1 

° . j . t». , * . leichter Umformung wird 

B. Die zweite Näherung 

1. Beliebige Kristallform 

ordinatensystems in die Richtung gelegt; in der 
zu senkrechten Ebene liegen die Koordinaten x, y I2 = a[A (Xgr5 Qh) , (25) 

7o = (2 n)» i 
T 2 2 k 

c(x,y,z) exp{-i(Xff-X)} 

p { i Qh z) j e (x, y, z) exp{ - i oh z } dz' 

(2x)' 
f f c{x,y,z) c{x,y,z) dz' d3r 

z' Kz 

z' <2 
+ exp{ - i { k + kh)z} 

• c{x,y,z') exp{i(k + kh)z'} dz' d 3 r , 
2' > 2 

[Bei dieser Wahl von a ist 5 ( 0 ; 0) = 1.] 

13 Das ist eine Kugel vom Radius k, die durch den reziproken 
Gitterpunkt (0 0 0) geht. Der Vektor vom Mittelpunkt zum 
Punkt (0 0 0) ist der Wellenvektor f 0 der einfallenden 
Welle. 



aÄiXglQh) y ü / / s i n [ ( x
f f
, r ) - Q h { z - z ' ) ] dz 'd

3

r, 

z' < z 

aS(xg; Qh) = ~ /fc(x>y>z) c(x>y>z') cos[(x f f , r ) -Qh(z-z')] d / d 3 r . (26) 
z' <.z 

A(-X„; -Qh) = -A(x„;Qh); A(0;0)=0. 5 ( - x ^ ; - 0 a ) = S ( 0 ; 0 ) = 1 

^ ( f , f0) läßt sich also unabhängig von der Kristallform stets in der folgenden Weise darstellen: 

//(t,t0)=2n2 T 
M 1 

a 2 »Ä »1/ - a M (Xff; £a) + i 5 (Xff; ?A) ]» (27) 

wo ^ eine antisymmetrische und 5 eine symmetrische Funktion ist bei gleichzeitiger Ersetzung beider Ar-
gumente XgiQh durch —X^? — Qh • $ bat ein Maximum bei Xg \ = Qh = 0 • Folgerungen, die auf diesen 
Eigenschaften von A und S beruhen, gelten unabhängig von der betrachteten Kristallgestalt. 

2. Der kugelförmige Kristall 

Für eine Kristallkugel vom Radius R ist 

c(x, y,z) 
für + y2 + z2^R2. 

0 für x2 + y2 + z2 > R2. 

Zur Ausrechnung von / 2 werden Zylinderkoordinaten (r , (p ,z ) eingeführt 

(2.-t)3 i 
T2 2 k 

R 2.7 VR--T- z 

exp{ —i | Xg(x' \ r c o s <p} &<P j e x p { i ( ^ A - Z / ) Jexp{ ~ i Qh z}dz dz r dr, 

I2 = a[A (Xg'i Qh) + iS(Xg'i Qh) ] • 
aA(Xa; Qh) = i 2 f j^— f A)(r I Xc^'^l) fcos(?/i V'^2-'-2) sin[(Qh—Zgz)yR2 — r2] _sin(Xgz ]/R2 — r2) 

r- k Qh J (Qh Xg) Xgz 

]n{z) ist eine BESSEL-Funktion 1. Art der Ordnung n. Für A ergibt sich 

d(Xg; Qh) = 
2 2oh-Xgz 

RQh Qh— Xgz 

h(RVXg2+* Qh2-4 Qh Xg* h(R I Xg 
R l /X^ + 4 OA2"4 Qh X8Z 

(Qh~ Xgz) 

h(R IX, |)1 
R Xf/I 

R oh Roh 3 

r dr . 

(28) 

(29) 

(30) 

(30') 

A(Xg; 0) = xoz [3 jt (R ] Xg |) —sin(R\X(, |)] = -A(xff; Qg)> (x/^Qg), (30" ) 
(tflXffl)2 Xg 

A( Xg5 -Qh) = -A(x0;Qh), A(0; 0) = 0 

mit jn(z) = Y^i/2 z- Jn + 1/t(z) (sphärische BESSEL-Funk- unterscheiden, kann %gz auch als Komponente von 
tion) 14. Die Normierungskonstante ist 

( 2 n ) 4 R* 3 (2 7i)3 R 
4 k 8 

Xg in Richtung \g aufgefaßt werden; d. h. XgZ~Qo 
= k — kg. Es genügt aber nicht, die Abweichung der 
Streurichtung von der durch die Interferenzbedin-
gung vorgeschriebenen Richtung f g durch diesen 
einen Parameter zu charakterisieren. 

Jeder reziproke Gitterpunkt ist von einem Inten-
- P. M . M O R S E U. H. F E S H B A C H . Methods of Theoretical Phy- sitätsbereich umgeben, der mit wachsendem Kristall-

volumen kleiner wird. (Seine Ausdehnung ist durch 

y g z ist die Komponente von Xg in Richtung f/,; da 
sich alle Vektoren f l g , f0 nur um kleine Winkel 

sics, McGraw-Hil l , New York 1953. 



die Halbwertsbreite von j s ( f — fj,) ;2 bestimmt.) Auf 
dem Teil der Ausbreitungskugel, der durch den In-
tensitätsbereich des Gitterpunktes (g1 g2 g3) geht, 
liegt der Wellenvektor der Streurichtung. Qff gibt den 
Abstand dieses Flächenteiles vom Zentrum des In-
tensitätsbereiches an. Der zweite Parameter legt den 
Punkt fest, zu dem der Wellenvektor f führt. Gl. (30) 
stellt also eine zweiparametrige Kurvenschar dar 
(z. B. sind j Xg | u n d Qg die beiden Parameter, wenn 
A als Funktion von Qh aufgefaßt wird). Übersicht-
licher wird (30) für zwei Spezialfälle: 

a) XgZ = \Xg\ = Qg, ( X , M = 0), 

f ist parallel zu f g : 

A (xg; X/,) 
Xh ( Xh — Xg) 

(30 a) 

j1(2Xh-Xg)-(2Xh-Xg) AM 
xg 

xh = RQh'i Xg = RQg, 

A (Xg ; 0) = [3 jt (Xg) - sin xg] . 
Xg-

b) Xgz = Qg = 0 , der Vektor endet auf der 
Ausbreitungskugel: 

A (y0; xh) = 4 [ W j Z H S - AM" 

yg = R\Xo\ = R\Xg{x'y)\, 

A(yg; 0 ) = 0 ; A(yg; -xh) = -A(yg; xh); 

A{-yg-, xh) = A (yg; xh) . 

Die Ausrechnung der Funktion 5 ist komplizierter. 
Nur für den Fall [ Xg^x,y^ 1 = 0 ist 5 leicht auszurech-
nen 15 

(30 b) 

aS(Qg;Qh) = (2 

x 

7 
k Qh(Qli-Qg) 

sin (Qh x) sin [ (Qh — ,Qg) x] x dz , 

mit 

o 
(2 nY 

r2 
R* 
4 k 

3 (2 JZ) 3 R 
8 x k 

15 Für Kristalle mit reellen FouRiER-Koeffizienten des Poten-
tials (Kristalle mit Symmetriezentrum) tritt S nicht in der 
2., sondern erst in der 3. Näherung auf. Nur wenn eine 
Streurichtung durch das Verschwinden eines Strukturfak-
tors in erster Näherung „ausgelöscht" wird, treten A und S 
in gleicher Ordnung auf. Um die durch Umweganregung 
hervorgerufene Intensität in einer solchen Streurichtung 
zu berechnen, wird | Xg I — 0 angenommen (unabhängig 
von der Kristallgestalt hat S für [ Xg ! — 0 sein Maximum). 

( s p h ä r i s c h e NEUMANNsche Funktion) und Xh = R Qh , 
Xg = R Dg i s t : 

S (xg; Xh) — 

S(0;xh) = 

S(xg; 0) = 

Xh(xh—xg) 
(2 xh - xg) + 

(2xh-xgy 

ni (%) \ 
xg-

1 
Xh~ 

4 
xg-

2 nl(2 xh) + ,0 
(2 x/,) -

(31) 

(31 ' ) 

2 Tl^Xg) + - - -f- COS xg xg ( 3 1 " ) 

— S (Xg ; Xg) , 

S( -Xg-, ~xh) =S(xg; xh); S ( 0 ; 0 ) = 1 . 

Für den Fall , Xg | = 0, d. h. wenn der Vektor bg 

exakt auf der Ausbreitungskugel liegt und die Streu-
richtung durch f = fg gegeben ist, kann das Integral 
in (18 b) ohne Benutzung der Tangentialebenen-
näherung ausgerechnet werden. Das Ergebnis stimmt 
mit dem der Tangentialebenennäherung überein, 
wenn kh = k gesetzt wird, was bei genügend hohen 
Elektronenenergien erlaubt ist. (Die Tangential-
ebenennäherung gilt ohnehin nur für solche Ener-
gien.) 

In den Abb. 3 und 4 sind die Funktionen A(xg; X/,) 
in Abhängigkeit von Xh mit xg als Parameter bzw. in 
Abhängigkeit von xg mit X/, als Parameter gezeichnet 
[Gl. (30 a ) ] . In den Abb. 5 und 6 wurden die Kur-
A(lt;*n) 

-0.61 

Abb. 3 (s. Text). 
A(x,;xh) 

t„:2 -0,61 
Abb. 4 (s. Text). 



ven AiygiXh) in der gleichen Weise gezeichnet 
[Gl. (30 b ) ] . Der charakteristische Unterschied zu 
den Kurven der Gl. (30 a) besteht darin, daß die 
Extremwerte der Kurven der Abb. 6 stets bei y,, = 0 
liegen, während die der Abb. 4 bei Werten x(J 0 
liegen. Abb. 7 zeigt die Funktion S(rrff;:rA) abhän-
gig von xh mit x(J als Parameter [Gl. (31) ] . 

= 

Vi ( r ) = 

3. Die unendlich ausgedehnte planparallele Kristall-
platte der Dicke D 

Unabhängig von der vorliegenden Arbeit wurde 
dieser Fall von FUJIWARA 16 behandelt. FUJIWARA be-
nutzt jedoch für die Iteration der Integral-Gl. (3) 
nicht die ebene Vakuumwelle, sondern eine ebene 
Welle in einem Raum mit dem konstanten Potential 
V0 = — (h2/2 me) u0 . Die Wellenzahl ist dann 
K2 = kr — u0; u0 ist der nullte FouRiER-Koeffizient 
in der Entwicklung (7) von U(r) ; er ist im Stör-
glied weggelassen. Auch in der GREENschen Funktion 
(9) steht an Stelle von k die neue Wellenzahl K. 
Die Gestaltfunktion c(r) in (7) bedingt, daß ge-
nauer gesetzt werden müßte K2 = k2 — u0 c ( r ) , so daß 
K ortsabhängig wird. Dann ist aber (9) nicht mehr 
die richtige GREENsche Funktion. Es läßt sich aber 
zeigen, daß sie angenähert richtig ist, da | u0 [ k2 

ist. FUJIWARA behauptet, daß die BoRNsche Reihe 
durch die Verwendung von K statt k besser konver-
gieren würde. Diese Behauptung ist jedoch nicht sehr 
einleuchtend. In dieser Arbeit wird weiterhin die 
Vakuumwellenzahl k benutzt. 

Natürlich kann bei der unendlichen Kristallplatte 
die Streuwelle nicht als auslaufende Kugelwelle an-
gesetzt werden. Statt dessen wird man in Anlehnung 
an die dynamische Theorie fordern: vor der Ein-
trittsfläche ( z < 0 ) sollen die einfallende ebene Welle 
und reflektierte ebene Wellen auftreten; hinter der 
Austrittsfläche ( z > Z ) ) durchgelassene ebene Wellen. 

Man kann zeigen, daß die Integral-Gl. (3) diese 
Forderungen erfüllt17. Die jetzt in (3) bei der Itera-
tion auftretenden Integrale sind wegen der ^-Funk-
tionen in (13) nur noch eindimensional und sehr 
leicht auszurechnen. Man kann Y'nU") explizit an-
geben 16. Hier soll jedoch nur die erste und zweite 
Näherung aufgeschrieben werden in der der voran-
gegangenen Nummer analogen Formulierung, um 
die Funktionen A und 5 für zwei so verschiedene 
Kristallformen wie Platte und Kugel zu vergleichen. 
Aus (5) . (7) bis (9) und (13) ergibt sich 

- i i i ? » \ / W T 7 M ' > - h > ) - ^ Ä T ^ d 3 f ' (32) 
+ oo 

1 y nu pxnlrTf, r U e x n l-ihzz\ f ™l>{ik'z z}-exy{-ik'z(D-z)}-exp{ikh* D} i 

16 K. FUJIWARA, J. Phys. Soc., Japan 1 4 , 1513 [1959]. eine 1-dimensionale Integral-Gl., die unmittelbar das be-
17 Man entwickelt i/>(t) in eine 2-dimensionale FouRiER-Reihe, hauptete Verhalten zeigt (mündliche Mitteilung von Herrn 

deren Koeffizienten von z abhängen. Aus (3) wird dann Dr. K A M B E ) . 



Der Vektor hat den Betrag K/t = k und die x, y-Komponenten Kilx = kjlx, K/ly = k/ly; es ist also 
Khz2 = kr — khx~ — k)ty216. Unter Kjf wird im folgenden stets die positive Wurzel verstanden 

K,z = + 1/F- (khx2 + hy2j • 

Die Integration läßt sidi sehr einfach in der komplexen &/-Ebene durchführen. Man muß die drei Fälle 
2 < 0. 0 < 2 < Z) und z > D unterscheiden, um festzulegen, ob der Integrationsweg in der oberen 
oder unteren Halbebene zu schließen ist: 

V , (r) = Z 2 - f - exp{£( f „ , r) } exp{ - W + V ) 4 ' 2 < 0 : 

0 < z S D : V i ( r ) = 2 
h 1 K'< 

1 - e x p { i { K h z - k h z ) z } . 1 - exp { i (K h z + khz) (D-z)} 
Kh'-khz Khz + kkz 

(33 a) 

(33 b) 

(33 c) z>D: V i ( r ) = 2 "A « p { i ( f A , r ) } e x p ( ^ ^ . ^ ^ ö z M H . 

Für 2 < 0 setzt sich (t ) aus ebenen Wellen zusammen, die sich von der Eintrittsfläche 2 = 0 fortbewe-
gen (reflektierte Wellen). Im Intervall 0 < 2 < Z) gibt es zwei Anteile: der eine pflanzt sich in positiver 
2-Richtung fort (auf die Austrittsfläche z = D zu), der andere bewegt sich in umgekehrter Richtung auf 
die Eintrittsfläche 2 = 0 zu (an der Austrittsfläche z = D reflektierte Wellen). Für 2 > Z ) gibt es nur ebene 
Wellen, die von der Austrittsfläche 2 = D mit positiver 2-Komponente des Wellenvektors auslaufen. Dieses 
Verhalten stimmt mit der oben geforderten Randbedingung überein. Die reflektierten Anteile sind nur bei 
sehr kleinem Neigungswinkel der einfallenden Welle gegen die Grenzfläche 2 = 0 wesentlich. Dieser Fall soll 
im folgenden ausgeschlossen werden. Dann wird aus (33 b) 

(r) = V Uh für 0 < z < D . 
tXK ' Khz Ch 

(34) 

£h = K/z — kjz ist die Entfernung des reziproken Gitterpunktes (h1 h2 A3) von der Ausbreitungskugel in der 
zur Kristallbegrenzung senkrechten Richtung. 

Nach Gl. (5) ist 

V s ( r ) = - y uh luh , /-exp{i(f',r)> r [ e X p | _ i ( f _ f Ä 1 + Ä 2 r ' ) } 

- e x p { - i ( r - Ä * 1 - 6 A 2 , r ' ) } ] c ( r / ) d V d 3 f 
+00 

1 V Uh Ug-h /•u* r U p v n / ilr *~\f f exP^* z } ~ exp{ — i k'z(D—z) } -expfi kgz D} 
ITi tg~WJk 6XP(l(fff' ^ 1 6XPl ~ l k ° Z ) 1/ ( ^ - V ) (k'^-K^-is) dk 

+ 0 0 

exp{i k'z 2} — exp{— i k'z(D—z)}-exp{i(Khz + bl_h)D} 
(k'z - [K/iz r bg-h]) (k'z*-Kgz2-i s) 

dk 
1-

Das sind wieder Integrale von der Form (32 ) . Beachtet man noch 
K,z + bzg^h = Khz - khz + khz + bz-h = Ch + kgz, 

dann ergibt sich für 2 > D 

h,g Kfl 

exp{ — i Cg D} — 1 1 - e x p { i ( C h - £ g ) D } 
Ch'Cg Ch(Ch-Cg) 

(35) 

Um das mit den Ergebnissen beim kugelförmigen Kristall zu vergleichen, soll in (33 c) und (35) noch 
ein gemeinsamer Phasenfaktor herausgezogen werden, so daß in ^ i (^ ) die Strukturamplituden ug mit einer 
reellen Funktion des Anregungsfehlers multipliziert werden. Setzt man \ D t,g = xg , dann wird 

(r) = 4 e x p ( - * Xg} Z Ykz e x P ^ ' > ' Z > D -
Xg 

(36) 

V» (r ) = - - « p { - i i r , } V 1 [ A ( x g i x h ) + i S { x g i x h ) 1 , z>D. (37) l 2 Kgz — £ Z Khz 



AlO.iJ 0.635 

SfO.iJ 

Abb. 9 
Abb. 8 u. 9. Die Funktionen A (0 ; x/,) und S(0; x/t) für die 
unendliche Kristallplatte und für den kugelförmigen Kristall. 

Die Funktionen A und S sind bei gleichzeitiger 
Ersetzung beider Argumente durch ihre negativen 
Werte antisymmetrisch bzw. symmetrisch: 

A {Xg', Xfy) — 
sin (2 xh—xg) — sin xg 

xh 2 (Xh — Xg) 

A(xff; 0) = A (xg) = - A(xg; xg) , 

5 (Xg • Xh ) = 1 f C0S ^ -COS(2 Xh — Xg) 

sin Xg 
xO 

2 Xh Xh — Xg 

S(xg; 0) = s i n x ? 
% 

S{x0 

(38) 

(38') 

(39) 

(39') 

Die Abb. 8 und 9 zeigen die Funktionen 

A(0;xh) = 
Xh 

und 5(0; x/t) = 

sin 2 xh 
2 xh 

sin xh 
xh 

- 1 

zusammen mit den entsprechenden Funktionen für 
die Kugel. Trotz der sehr verschiedenen geometri-
schen Kristallformen stimmen doch die Funktionen 
der Anregungsfehler qualitativ überein. 

Herrn Prof. Dr. K . M O L I E R E danke ich sehr für die 
Förderung dieser Arbeit. Den Herren Dr. K . K A M B E 
Dr. H. N I E H R S und Dr. E. H. W A G N E R bin ich für viele 
Diskussionen und Ratschläge zu Dank verpflichtet. Re-
sonderer Dank gebührt Herrn. H.-J. K R A U S S , der alle 
numerischen Rechnungen ausführte und die Abbildun-
gen zeichnete. Der Max-Planck-Gesellschaft danke ich 
für die Gewährung eines Stipendiums. 

Zur theoretischen Beschreibung von Umweganregungen 

bei Elektroneninterferenzen an Kristallen 

V o n H . F E N G L E R 

Aus dem Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft *, Berlin-Dahlem 
(Z. Naturforschg. 16 a, 1214^1223 [1961] ; eingegangen am 18. Juni 1961) 

In einer vorangegangenen Arbeit wurden allgemeine Formeln für die Streuintensität in einer 
Interferenzrichtung bis zur 2. BoRNSchen Näherung angegeben. Ihre physikalischen Aussagen werden 
hier diskutiert. Die Ergebnisse sind: 1. Die FRiEDELSche Regel verliert bereits in der zweiten Nähe-
rung ihre Gültigkeit. 2. Die Intensitätsformel der durch die zweite BoRNSche Näherung erweiterten 
kinematischen Theorie geht für große Anregungsfehler der Umwegtripel und kleine Kristalle in die 
aus dem Zweistrahlfall der dynamischen Theorie folgende Formel über, wenn in dieser die BETHE-
schen Zusatzpotentiale berücksichtigt sind. 3. Lagen- und Intensitätsanomalien bei Interferenzen im 
konvergenten Bündel sowie das Auftreten verbotener Reflexe können erklärt werden. Als Beispiel 
wird die Intensität des (222)-Reflexes von Ge in Abhängigkeit vom Azimutwinkel berechnet. 
4. Durch Hinzunahme der zweiten Näherung wird die durch das Quadrat des Volumens dividierte 
Intensität eine um einen konstanten Wert gedämpft oszillierende Funktion der Kristallgröße. 

Die Beschreibung der Elektronenstreuung an Kri-
stallen mit der 1. BoRNschen Näherung heißt kine-
matische Theorie. Eine Erweiterung durch die 2. Nä-
herung wurde in einer vorangegangenen Arbeit1 

vorgenommen. Die physikalischen Aussagen der dort 

* Abt. Prof. Dr. K. MOLIERE. 
1 H. FENGLER, Z . Naturforschg. 1 6 a. 1205 [1961], voran-

gewonnenen allgemeinen Formeln sollen jetzt disku-
tiert werden. Im Abschnitt A wird die F R i E D E L s c h e 

Regel untersucht, in B die 2. Näherung mit dem 
Zweistrahlfall der dynamischen Theorie verglichen. 
In diesen beiden Abschnitten sind keine Voraus-

stehend. Diese Arbeit wird im folgenden als I zitiert; 
I, (24) z. B. bedeutet: Gl. (24) aus I. 

Kugtl 
Platte 


